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Least core：联邦学习中高效稳定的参与者贡献评价机制

林国鹏，倪郑威
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摘 要：为了应对数据隐私保护引发的“数据孤岛”问题，联邦学习提供了一种允许多方在不共享原始数据

的情况下联合训练模型的技术框架。然而，为了吸引高质量数据拥有者参与并维持系统的长期稳定运行，公

平合理的价值评估和收益分配机制至关重要。尽管Shapley值被广泛用于联邦学习中的贡献评估，但其单一性

限制了对价值的多维考量。为此，引入最小核心（Least core）方法，通过最小化最大不满度，为价值分配提

供新视角。然而，Least core方法的计算复杂性与Shapley值相似，均存在一定的计算限制，需进一步结合多

种抽样方式，近似计算分配结果，在显著降低大规模场景下计算成本的同时，确保分配的准确性。实验结果

表明，该机制在确保公平性和系统稳定性的同时，有效提升了计算效率，为多样化的联邦学习场景提供了可

行的解决方案。
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Abstract: To address the “data silo” problem caused by data privacy protection, federated learning offers a techno‐

logical framework that enables multiple parties to collaboratively train models without sharing raw data. However, to 

attract high-quality data owners and ensure the long-term stable operation of the system, a fair and reasonable value 

evaluation and revenue distribution mechanism is essential. Although the Shapley value has been widely used in feder‐

ated learning for contribution evaluation, relying on a single approach limits the multi-perspective assessment of data 

contribution and value distribution. For this purpose, the Least core method was introduced, providing a new perspec‐

tive for value allocation by minimizing the maximum deficit. However, the computational complexity of the Least 

core method, similar to that of the Shapley value, posed certain computational limitations. By further combining vari‐

收稿日期：2025−04−16；修回日期：2025−09−30
通信作者：倪郑威，zhengwei.ni@zjgsu.edu.cn
基金项目：桐乡市通用人工智能研究院项目（No.TAGI2-B-2024-0017）
Foundation Item: The Tongxiang General Artificial Intelligence Research Institute Project (No.TAGI2-B-2024-0017)



研究与开发

ous sampling methods to approximate the allocation results, it significantly reduced the computational cost in large-

scale scenarios while ensuring the accuracy of the allocation. Experimental results demonstrate that the mechanism en‐

sures fairness and system stability while effectively improving computational efficiency, providing a feasible solution 

for diverse federated learning scenarios.

Key words: federated learning, game theory, Least core, contribution evaluation, incentive mechanism

0　引言

近年来，机器学习技术越发成熟，在诸多领

域出现了广泛的应用实例，与此同时，数据隐私

问题也日益凸显，成为公众所关注的焦点。随着

各地区或国家隐私法规的出台，如欧盟的《通用

数据保护条例》（General Data Protection Regula‐

tion，GDPR）[1]、美国的《加州消费者隐私法

案 》 （California Consumer Privacy Act，

CCPA）[2]、我国的《个人信息保护法》（Per‐

sonal Information Protection Law，PIPL）[3]，“数

据孤岛”问题日益严重，限制了机器学习的发展

与应用。联邦学习（federated learning，FL）[4]作

为一种分布式训练框架，能够在不共享原始数据

的前提下，实现多方协同训练全局模型，已在医

疗、金融等领域展现出广泛的潜力 [5-6]。然而，

联邦学习的长期稳定运行依赖于合理的参与者贡

献评估与收益分配机制，若贡献者无法获得公平

回报，将导致高质量数据拥有者退出合作，最终

影响模型性能与系统可持续性[7]。因此，催生了

博弈论与联邦学习的深度交叉研究，其中 Shap‐

ley值的贡献评估方法在联邦学习的贡献评估中

被广泛应用[8]。

现有研究表明，Shapley 值的线性公理假设

在联邦学习场景中存在显著局限性[9]。当参与者

数据呈现互补性或冲突性时，Shapley值难以准

确量化非线性协同效应。文献[9]通过理论证明，

在存在数据依赖关系的合作博弈中，Shapley值

可能低估协同效果下的真实贡献，进而引发分配

不公与联盟解体风险。

在此基础上，Shapley 值在实际部署中暴露

出以下两方面核心问题：一是必须枚举所有参与

子集，计算复杂度随参与者数量呈指数增长，难

以扩展至大规模系统；二是其分配结果在高度协

同的场景下常出现失真，无法有效维持系统稳定

性。这一问题在如医疗联合建模、跨机构金融风

控等应用中尤为突出，急需一种能够同时兼顾公

平性与稳定性的替代性价值评估机制。

对于 Shapley值的问题，本文首次将合作博

弈理论中的最小核心（Least core）解概念引入联

邦学习的贡献评估与收益分配问题中。与 Shap‐

ley值不同，Least core不依赖边际增益线性模型，

可以更好地察觉参与方提供数据之间的协同效

果，以通过最小化系统的最大不满度（excess）

来构建一个更具鲁棒性与稳定性的分配框架，保

证分配方案的稳定性，避免参与者因不满而退出

联盟[10]。这种方法天然适应非线性协同结构，具

备更强的公平性与激励兼容性。

本文与近期研究的区别在于以下两方面。

（1）与 GTG-Shapley 等改进 Shapley 值的工

作[11-12]不同，本文从根本上摒弃线性公理约束，

更契合实际数据交互模式。

（2）Least core 通过选择性抛弃部分约束条

件，在计算效率与公平性间取得更优权衡。这些

创新为联邦学习在隐私敏感场景中的落地提供了

新的理论工具。

本文的贡献主要体现在以下3方面。

（1）构建基于 Least core 的联邦学习贡献评

估框架，从参与方协同效果的角度重新定义数据

价值，增强系统联盟稳定性。
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（2）针对 Least core 计算复杂度高的问题，

设计了 3种近似优化策略：分层抽样机制根据联

盟规模抽取代表性子联盟；固定基准抽样方案引

入参考联盟作为估值基准；阈值跳过机制设置不

满度上限，直接跳过低影响子集。这些技术协同

作用，在不显著影响分配精度的前提下，使得整

体计算效率显著提升，能够在大规模参与者场景

中实现可行的近似求解。

（3）在多种联邦学习设置下（包括不同抽样

比例、算法与参与者数量）的大量实验表明，

Least core分配方案相较传统Shapley值在公平性

与系统稳定性方面更具优势。本文还系统考查了

多种外部因素对Least core分配结果的影响，分

析其在不同联邦配置及其他协同计算框架中的适

配性与可拓展性。

1　相关工作

在合作博弈领域，大量文献研究了 Shapley

值、核心、Least core和核仁等收益分配的方式，

并进行了相关的复杂性分析。

文献[13]从计算复杂性的视角出发，以一个

图论博弈为载体展开研究。在该博弈中，参与者

对应图的节点，边的权重反映了合作产生的协同

效应，而联盟的总价值则由所包含边的权重之和

决定。对于具有明显协同效应的情形，核心的表

征相对简单。类似的结果也适用于核仁、Least 

core以及谈判集（bargaining set）。

文献[14]则将注意力聚焦于联盟形成过程中

的核心计算问题，提出了一种基于超可加性特征

函数的简洁表示方法，使得在给定分配结果的情

况下能够高效验证该结果是否属于核心。尽管验

证单个解是否在核心中是可行的，但判断整个核

心是否为空，却被证明是非确定性多项式（non-

deterministic polynomial，NP）完全问题，其主要

难点在于如何确定大联盟中各参与者之间的协作

可能性。一旦协作可能性问题得到解决，相应的

稳定性验证问题便可以在多项式时间内完成。

针对 Shapley值、核心等解的计算复杂性问

题，文献[15]提出，对于特定类型的博弈（如任

务分配类博弈）可以通过简化特征函数显著减少

计算复杂性，同时分析了不同分配方案在不同类

型博弈中的计算可行性。文献[16]提出了一种伪

多项式时间算法，用于计算加权投票博弈实例中

的核仁，这为解决部分特定博弈中的复杂性问题

提供了新的思路。

在此基础上，文献[17]建立了概率近似正确

（probably approximately correct，PAC）可学习性

（如网络流博弈、阈值任务博弈和诱导子图博弈

等）与核心稳定性之间的联系，证明了对于那些

可高效学习的博弈，通过多项式数量的样本就可

以找到满足核心属性的近似分配方案。文献[18]

则是在文献[17]的基础上，给出了确保任何具有

非空核心的收益分配函数在高概率下满足核心条

件的精确样本复杂度界限。

近年来，联邦学习中的参与者价值评估成为

研究热点，尤其在 2024—2025 年涌现出多个以

Shapley值为核心改进路径的研究方法，代表性

工作包括引入类别敏感机制的FedMS[19]方法、结

合上置信边界（upper confidence bound，UCB）

策略进行动态激励优化的 Shapley-UCB 方法[20]，

以及强调参与者协作结构的 FairFed[21]方法（基

于合作Shapley值）。这些方法多聚焦于提升分配

的公平性与对数据的适应能力，同时通过采样、

聚合压缩、注意力机制等手段提升 Shapley值计

算的效率。例如，IPSS（importance-based proba‐

bilistic stratified sampling）方法[22]基于分层抽样

策略在一定程度上降低了传统 Shapley值计算的

复杂度。尽管这些方法在算法机制与应用场景上

取得一定进展，但多数仍然继承了 Shapley值计

算中的边际贡献假设，其估值过程依赖于大量子

联盟评估，计算复杂度与分布波动性依然

较高[23]。
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文献[10]针对当前围绕Shapley值所形成的广

泛共识，提出了一种更具可行性的替代方案−最
小核心。为此，他们证明：Least core具有良好的

可计算性，即可以通过高效算法获得任意精度的

近似解。然而，对于更精细的方案−核仁，则无

法实现类似的计算保证。这是因为Least core只

需要寻找一个最小“最大不满度”的稳定分配，

而核仁则要求对所有联盟的不满度进行逐层排序

和优化，以寻求唯一的最优分配序列。因此，核

仁不仅需要更多的计算步骤，还涉及更复杂的约

束与排序，使得其计算复杂度远高于 Least core

与Shapley值。

受上述研究启发，本文将合作博弈中的

Least core方法引入联邦学习，作为收益分配的

新方案，并验证了其有效性与广泛适用性。针

对传统方法在计算复杂性上的挑战，本文提出

一种基于Least core的分配机制，不再依赖边际

增益序列，而是通过线性规划统一约束所有子

联盟的不满值，有效缓解分配极化问题。结合

抽样算法优化计算过程，在保持分配公平性与

稳定性的同时，显著提升了大规模博弈中的计

算效率。

2　预备知识

2.1　联邦学习

联邦学习是数据保留在本地的分布式机器学

习框架，学习过程由多个参与方合作并经过多轮

次训练完成[8]。联邦学习框架如图 1所示，联邦

学习由一个联邦服务器和多个参与方组成，每个

参与方持有本地数据。假设当前训练轮次为 t并

有N个参与者，各参与方 iÎN下载联邦服务器的

全局模型M (t)，然后基于各自的本地数据更新本

地模型 M t + 1
i ，并仅将参数梯度更新 Di =M t + 1

i -

M t上传联邦服务器。服务器则根据数据量加权聚

合（如 FedAvg），并广播更新后的全局模型

M (t+1) =FedAvg(M (t ) {DiiÎN})，以准备下一轮

次训练。

2.2　Least core原理

假设有一组参与者 N 和一个特征函数 V (·)，

每个参与者都有各自的私有数据集 Di，"iÎ n。

对于任意子联盟 S由任意个参与者的数据组成，

即 SÎN，特征函数V (S )表示通过测量联盟 S中

数据集上训练的模型性能来评估子联盟 S的数据

价值，V (Æ)= 0，那么每个参与者单独训练所获

数据价值为V (i)。

在机器学习中，评估函数V (·)基于子联盟数

据 S 在单独测试集上学习得到的模型来预测

性能：

V (S ) =V (MS ) =V (A(M (0) DS ) ) （1）

其中，MS为从头开始使用数据集DS=∑
iÎ S

Di和算

法 A 训练出来的子模型，M(0)表示训练的初始

模型。

在子联盟 S内，将特征函数确定的整体价值

分配给各参与者的过程视为一个合作博弈中的核

心分配问题。个体理性要求每个参与者获得的分

配值Xi至少不低于其独立价值V (i)，即Xi ≥V (i )，
确保其有动力留在联盟中。集体理性则要求联盟

总收益被充分分配，即∑
iÎN

Xi =V (N)。在同时满

足个体理性和集体理性约束的前提下，所求得的

分配解被称为核心。

在合作博弈中，需要将V(S)在子联盟成员间

进行合理分配。核心分配要求满足两个条件：个

)BC1

)BC2

)BCN

�

NN

>B6?M(t)

:*<,Δi(t+1)

图1　联邦学习框架
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体理性 Xi ≥V (i )，确保成员不退出；集体理性

∑
iÎN

Xi =V (N)，保证资源完全分配。然而，在实

践中，核心可能不存在，即无法找到同时满足这

两者的方案。

Least core 通过引入最大不满度 e 来近似

核心：

e =maxSÍN [V (S ) -∑
iÎ S

Xi] （2）

e是所有子联盟 S的总需求V (S)与实际分配

总和∑
iÎ S

Xi的差值中的最大值，即最大不满。

Least core 用 e 来衡量参与者的满意度，以

近似核心的形式找到一种最优分配，e 越小意

味着所有联盟的不满度越低，分配方案越接近

核心。为了联邦学习的合作稳定，最小化 e 就

是在所有可能的子联盟中寻找一个分配方案，

使得最大不满度 e 尽可能小。Least core 将个体

理性的分配目标演变成找到满足如下条件的分

配方案：

min e∑
iÎ S

Xi + e ≥V (S ) "SÍN （3）

即使核心为空，Least core仍可给出满足近似

理性的稳定分配方案，在保障合作持续性的同

时，减少成员间的利益冲突。

2.3　线性公理缺失对Least core的影响

上文分析了 Least core在分配方案中的可行

性，接下来讨论其与Shapley值的不同。

Least core具备自己的个体理性和集体理性，

相比之下，Shapley值则基于4个公理：效率、公

平性、零贡献和线性。这 4个公理确保了在分配

过程中，每个参与方的贡献能够被准确地识别和

评估，而不依赖于最小化不满的策略。效率公理

保证总收益完全分配；公平性公理确保相似贡献

的参与方获得相等的收益；零贡献公理规定对合

作没有贡献的玩家不会获得任何收益；线性公理

则在多合作场景下提供了累加性质，从而保证了

在不同合作游戏之间的结果一致性。

尽管线性公理提供了可加性和简单性的优

势，但在某些需要考虑参与方之间互动效果的博弈

场景中，这种线性关系可能不适用。假设有两个参

与方 i和 j，在单独参加子联盟 S时所带来的额外

价值为V (SÈ{i})-v(S)和V (SÈ{ j})-v(S)，其中V(·)

为特征函数。当这两个参与方共同合作时，可能

会产生更高的总价值，表现为：V (SÈ {ij}) > 

V ( )SÈ { }i +V ( )SÈ { }j ，甚至可能双方产生冲

突 和 替 代 ， 导 致 产 生 更 低 的 总 价 值 ， 即

V (SÈ {ij}) <V (SÈ {i}) +V (SÈ { j})。在这种

情况下，线性公理无法捕捉到这种协同效应所带

来的价值变化，导致 Shapley值未能准确反映真

实的价值贡献。

核心和 Least core算法则是将对每个参与方

的价值评估转为整体联盟的价值评估。正因如

此，相较于Shapley值，Least core不追求严格的

线性叠加。

2.4　复杂度分析

Least core算法在合作博弈中的时间复杂度需

要综合考虑问题设定、输入参数及算法步骤，以

下从联邦学习环境进行分析。

算法输入主要包括参与者数量 n及评估各子

联盟收益的特征函数V (·)。在联邦学习中，数据

共享机制与联盟组合数量是复杂度的关键因素，

其核心步骤包括：为所有可能的子联盟 SÎN 

聚合其数据并计算V (S)；据此构建不满值约束；

最终通过线性规划求解最小 e，获得最优分配

方案。

算法的主要计算开销来自对子联盟收益V (S)

的评估，由于合作博弈中的子联盟数量为 2n - 1，

最坏情况下需要进行指数级计算，与 Shapley值

相当，即O(2n )。这种增长趋势限制了算法在大

规模场景中的可扩展性。

尽管 Least core理论上可提供公平且稳定的
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分配方案，但随着参与者与数据规模的增加，其

复杂度迅速上升。因此，实际应用中需要结合复

杂度优化或近似算法，以提升其实用性与可扩

展性。

3　Least core及其近似计算

3.1　引入Least core

在联邦学习中，引入 Least core旨在提升收

益分配的公平性与系统稳定性，避免高价值参与

者因回报不公而退出系统。与基于边际贡献的

Shapley值不同，Least core通过最小化最大不满

度 e，在保障个体理性与集体理性的同时，优化

整体满意度，即使核心为空，也能通过线性规划

得到近似稳定解，从而有效维护系统合作。该机

制更适用于存在非线性协同或冲突的数据结构，

具备良好的激励兼容性，能降低分配失衡导致的

节点流失风险，为构建长期稳定的联邦系统提供

支持。

Least core算法模型如图 2所示。图 2展示了

Least core算法在联邦学习训练流程中的嵌入方

式。每轮训练开始时，所有参与者 i∈N下载当前

全局模型Mt，并基于本地数据集Di执行本地训

练，生成更新后对应的梯度D
M t

i
，随后将其上传

至联邦服务器。

服务器针对所有可能的子联盟S⊆N构建子模

型M t
s，其梯度更新通过加权平均得到：

D
M t

S
=∑

iÎ S

|| Di∑
jÎ S

|| Dj

D
M t

i
（4）

其中，Di 表示参与者 i 拥有的本地数据数量，

∑
jÎ S

|Dj|表示子联盟 S中所有参与者数据集样本数

量的总和。接着，使用子模型M t
s 在验证集上评

估其性能，获得特征函数值V(S)=V(M t
s )，即子联

盟S的整体价值。将所有V (S)构成线性规划模型

的约束条件，目标是求解最小 e，使得对于任意

S⊆N，满足：

∑
iÎ S

xi ≥V (S ) - e且∑
iÎN

xi =V ( )N （5）

其中，xi 表示单个参与者的收益分配权重，e为

最大不满度。通过求解该优化问题，本文可以获

得一组满足联盟稳定性与公平性的Least core解，

最终将分配结果 xi 与更新后的全局模型 Mt + 1 
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图2　Least core算法模型
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分发给各个参与方。引入 Least core 作为评价机

制的联邦学习如算法1所示。

算法1　引入Least core作为评价机制的联邦

学习

输入　初始联邦模型 M (0)，性能评估函数

V (×)，参与者数量N，训练总轮数R

输出　最小e和对应的Least core分配  ψi，其

中 iÎ{1k}

步骤1 初始化  ψi = 0iÎ{1n}

步骤2 定义约束集C =Æ

步骤3 初始化e =¥

步骤4 for t = 0R - 1: 

步骤5    S={Si| SiÍNSi¹Æ}   i= 12K; 

#K为子联盟序号，S 为所有联盟

组合

步骤6    for iÎN: #每一个参与者 i客户端

步骤7     D
M t

i
¬ClientUpdate(iMt );

步骤8     end for

步骤9    Mt+1¬FedAvg ({DM t
i
|iÎN}M (t ) )；

步骤10   Vall¬V (Mt + 1 );
步骤11   C¬CÈ{x0 + x1 + + xn =Vall };

步骤12   for jÎK

步骤13     D
M t

S
¬{Dj (t + 1)|SjÎ S};

步骤14     M't + 1¬ FedAvg({DSj}Mt );

步骤15     Vj¬V (M't + 1 );

步骤16     C¬CÈ{+xi+xn+e≥VjiÎ S};

步骤17   end for

步骤18  [ψ1ψne ] ¬ solver(mine st C);

步骤19 end for

步骤20 return ψ1ψn和e

3.2　抽样优化策略以及复杂度分析

为解决Least core在大规模场景下的计算瓶颈，

本文提出3种近似优化策略：分层抽样、固定基准

抽样和系统抽样。它们通过有代表性地选择子联

盟，减少约束数量和特征函数评估开销，有效提升

分配效率，同时保持结果稳定性与准确性。

3.2.1　分层抽样

分层抽样将子联盟按规模划分为多个层级，

在每层中按设定比例随机抽取子联盟参与特征函

数评估与约束构建。该方法既保证了不同联盟规

模的均衡覆盖，也有效控制了计算复杂度。在包

含n个参与者的系统中，可分为k=n−1个层，每层

包含(n
k )联盟。每层抽样比例为{ri，riÎ[01]}，抽

样后复杂度降低至∑
i = 1

k

ri ×( )n
i
。

分层抽样方法可以调整各层级的抽样比例 ri，

从而在精度与计算效率之间找到平衡点。这种方

法的合理性主要体现在分层原则与比例分配两个

方面。根据子联盟规模 k进行分层，可以确保不

同规模的子联盟得到均衡考虑，避免对小规模或

大规模子联盟产生偏倚，从而在保障样本覆盖全

面性与代表性的同时，更精准地捕捉参与者之间

的协同效应。这种分层设计能够有效反映各层级

子联盟的特征，确保抽样结果的科学性与合理性，

为后续的特征函数评估与约束条件构建提供坚实

的数据基础。引用分层抽样优化算法如算法 2

所示。

算法2　引用分层抽样优化算法

输入　参与者集合N，每层比例 ri，训练总

轮数R

输出　最小 e 和对应的 Least core 分配  ψi ，

其中 iÎ{1k}

步骤1 初始化  ψi=0，iÎ{1,,n}

步骤2 for t=0,,R-1:

步骤3   S¬{Si| SiÍNSi ¹Æ}   i = 12K;

步骤4   S_num¬len(S) #计算总抽样数

步骤5   for i in range(1,N-1): #遍历每个子

联盟规模
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步骤6     Si¬SiÈ{Sj for Sj in S if len(Sj )== i}

步骤7     Sr¬SrÈ{random.sample(SiS_num*

                   ri )} 

步骤8   end for

步骤9   #使用抽样后的集合Sr进行训练和价

值评估（算法1：步骤6～步骤18）

步骤10 end for

步骤11 return ψ1ψn和e

3.2.2　固定基准抽样

固定基准抽样通过优先选择一组具有代表性

的关键子联盟作为基准子联盟，减少了非必要子

联盟的评估与约束构建，进而优化了计算复杂度

和资源消耗。基准子联盟主要包括单个参与者的

子联盟 (n
1 ) = n（用于衡量个体贡献）和两两组合

的子联盟 (n
2 ) = n(n - 1)

2
（用于捕捉基本的合作关

系）。在包含n个参与者的场景下，基准子联盟的

数量约为n2 + n。

接着，确定除基准外的抽样数量m= r ×(2n-n2-

n)，r为总抽样比例 rÎ[01]，m为需要抽取的样本

子联盟数，采用随机抽样的方式进行补充。这一策

略使得特征函数的计算复杂度降低至n2+n+m。

固定基准抽样优先选择具有代表性的关键子

联盟，确保了特征函数评估的准确性和公平性。

这些基准子联盟主要包括个体子联盟和两两组合

子联盟，能够初步反映个体贡献及其简单协作关

系。在此基础上，非基准子联盟通过蒙特卡洛随

机抽样的方式进行补充，确保了整体子联盟集合

的多样性和全局性。引用固定基准抽样优化算法

如算法3所示。

算法3　引用固定基准抽样优化算法

输入　参与者集合N，抽样比例 r，训练总轮

数R，基准联盟最大规模m

输出　最小e和对应的Least core分配  ψi，其

中 iÎ{1k}

步骤1 初始化  ψi= 0, i∈{1,⋯,n}

步骤2 for t = 0,⋯, R-1:

步骤3    S ={Si| Si⊆N,Si ≠∅}   i = 1,2,⋯,K;

步骤4    S_num← len(S)*r#计算总抽样数

步骤5    for i in range(1,m): #选取基准联盟

步骤6      S_back← S_back∪{Sj for Sj in S if 

                    len(Sj )== i}

步骤7    end for

步骤8    Sr← Sr∪{random.sample(S_back, 

S_num - len(S_back))}#随机抽取剩

余子联盟

步骤9    #使用Sr进行训练和评估（算法1：

步骤6～步骤18）

步骤10 end for

步骤11 return ψ1,⋯,ψn和e

3.2.3　系统抽样

在上述两个策略中，本文观察到，在 Least 

core的计算中会有部分相连或相近的子联盟作为

约束条件，对最终分配结果的影响较小，甚至可

以忽略其影响。这些子联盟可以被视为冗余联

盟。由于这些冗余联盟对结果的贡献有限，对它

们的价值评估可以简化或省略。同时，受到

GTG-Shapley[11]中对于边际效应采用截断方式的

启发，本文提出了加入阈值判断的系统抽样。

具体而言，首先对子联盟按照字典序进行排

序。在对子联盟依次进行特征函数评估和分配结

果计算时，引入一个阈值 ϵ，用于衡量当前子联

盟与前一个子联盟分配结果之间的差异。当加入

当前子联盟 Sj后的分配结果与前一个子联盟 Sj - 1

的分配结果之间的欧几里得距离小于阈值 ϵ，即

满足以下条件：

 x ( )Sj - x ( )Sj - 1 2
< ϵ （6）

其中，x(Sj )和 x(Sj - 1 )分别表示当前子联盟和前

一子联盟的分配权重向量，|| × ||2表示欧几里得距

离。此时认为当前子联盟对最终结果的影响较
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小，从而跳过后续m个（步长）子联盟的特征函

数计算和约束条件构建，直接进入下一个有效子

联盟的评估。通过这种方式，系统抽样能够自适

应地剔除对结果贡献较小的子联盟，从而显著减

少不必要的计算。

原始复杂度为 2N，引入“阈值跳过”策略

后，假设平均每跳过一次可以省下 n次评估，而

跳过触发率为 p(ϵ)，则有效评估次数变为：(1 -

p(ϵ))×(2N - 1)+ p(ϵ)×
2N - 1
n + 1

，其中，
1

n + 1
近似表

示：每触发一次跳过，实际访问 1次，跳过 n次

（共 n+1个子联盟）→触发比约为
1

n + 1
。所以系

统抽样的期望复杂度为：(1 - p (ϵ ) + p ( )ϵ
n + 1 ) × 2N。

引用系统抽样优化算法如算法4所示。

算法4　引用系统抽样优化算法

输入　参与者集合N，子联盟集合 S，截断

阈值 ϵ，训练总轮数R，步长n

输出　最小 e和对应的Least core分配ψi，其

中 iÎ{1k}。

步骤1 初始化  ψi = 0,i ∈{1,⋯,n};

步骤2 定义约束集C =∅;

步骤3 初始化e =∞;

步骤4 初始化 x_2(S)=[]#记录子联盟的分配

结果

步骤5 for t = 0,⋯,R - 1:

步骤6    #子联盟集合 S、总联盟训练和价

值评估（算法1：步骤5～步骤11）

步骤7    for j ∈K

步骤8         ΔSj
←{Δj (t + 1)|Sj ∈ S};

步骤9         M't + 1← FedAvg({ΔSj},Mt );

步骤10       Vj←V (M't + 1 );

步骤11       C←C∪{⋯+xi+⋯xn+e≥Vj,i∈S};

步骤12       [x0,x1,⋯,xn,e]←solver(min e,st C);

步骤13       x_1(S)←[x0,x1,⋯,xn,e]

步骤14       if ||x_1(S)- x_2(S)||2 < ϵ:

步骤15           j + = n;

步骤16        end if

步骤17        x_2(S)← x_1(S)

步骤18     end for

步骤19  [ψ1,…,ψn,e]= x_1(S)

步骤20 end for

步骤21 return ψ1,⋯,ψn和e

4　实验结果和分析

4.1　实验设置

4.1.1　数据集和分布场景

本次实验使用了 MNIST 数据集，该数据集

是一个手写数字的图像数据集，包含了从 0到 9

的数字，每个样本都是 28×28像素的灰度图像。

数据集中的图像已经经过标准化处理，数字位于

图像的中心位置，方便模型识别。每张图像都附

有其对应的标签，用于指示图像中代表的数字类

别。整个数据集由60 000个训练样本和10 000个

测试样本组成。在数据预处理阶段，本文从

MNIST数据集的每个数字类别中随机选择5 421个

样本，最终形成包含 54 210 个样本的训练数据

集。同时，从每个类别中随机抽取 892个样本，

构建包含 8 920个样本的测试数据集。在数据处

理时，本文将图像像素值归一化到[0,1]区间，以

提高模型训练的稳定性。

参与者对图像按区域切割，获得不同局部特

征，模拟数据价值差异。在 6参与方设置中，图

像划分为6块，中心区域数据价值较高；10参与

方场景则将图像均匀切为上、下各 5块，分配给

各方。该切分策略可以在保证数据隐私的同时，

提供非均衡特征分布，以测试模型的协同能力。

4.1.2　不同设置对 Least core解的影响因素分析

实验设置

在Least core分配机制中，子联盟S的性能评
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估函数V (S)构成了线性规划约束的核心部分，其

定义与计算方式对最终分配结果具有决定性影

响。因此，合理设计评估模型并明确V (S)的设定

方式，是确保分配机制稳定性与公平性的关键。

为系统考查不同建模与求解设置对Least core分

配结果的影响，本文设计了 3组对比实验，分别

针对评估模型、求解器类型以及子联盟入场顺序

进行分析。实验均基于统一的数据集构建，包含

5个参与者，定义了各参与者在不同子联盟中的

价值函数V (S)，以评估不同建模方式对最终分配

结构的影响。

在评估模型方面，本文选取了 5种具有代表

性的分类模型，涵盖线性与非线性两类结构，具

体如下。

（1）Logistic Regression：典型的线性模型，

具备良好的凸优化性质，训练过程稳定。

（2）SGD Classifier：基于随机梯度下降的在

线学习方法，在大规模数据下具有较高训练

效率。

（3）Logistic RegressionCV：在逻辑回归基

础上引入交叉验证机制，提升了模型的泛化能力

与鲁棒性。

（4）MLP Classifier：浅层前馈神经网络，能

够捕捉更复杂的非线性特征交互。

（5）Random Forest Classifier：集成式决策树

模型，对特征之间的协同效应尤为敏感，适用于

表达多变量间的非线性关系。

在每个子联盟 S上，本文使用对应模型进行

训练，并以测试准确率作为其价值V(S)；整体联

盟价值V(N)则由全集训练所得的准确率确定。尽

管可选用曲线下面积（area under curve，AUC）、

F1-score 等指标，但这类指标往往不满足 Least 

core所需的线性可加性与理性分配假设[10]，可能

导致线性规划模型不收敛或解的经济含义丧失。

因此，在本实验设定中，准确率是唯一既满足建

模假设又具实际解释性的评估函数。

在模型训练并确定V(S)后，通过线性规划求

解Least core问题。为比较不同求解工具在精度

与效率上的表现，本文选用SciPy的Linprog、商

业优化器Gurobi和基于Cvxpy的方案，统一输入

与约束设定，确保变量仅为求解器差异。

此外，为评估子联盟入场顺序对结果的影

响，设置自然顺序（1→5）、逆序（5→1）和打

乱顺序（3,4,2,5,1）这3种典型排列，分析其对最

大不满度与分配方差的影响。在保持其他实验条

件不变的前提下，确保结果差异源自单一变量

变化。

4.1.3　抽样设置

分层抽样策略通过为不同规模的子联盟分

配特定比例，实现了对抽样过程的精细化控制。

该方法根据预设比例，从每个子联盟类别中随

机抽取样本，直至所有类别均按比例完成抽样，

并确保最终的总样本数量满足实验要求。这种

策略的优势在于能够有效平衡组合的多样性与

重要性，不同规模的子联盟均有被选中的机会，

而预设比例的设计则反映了各类别在实验中的

权重与价值。分层抽样特别适用于需要在子联

盟种类覆盖与计算效率之间寻求平衡的场景，

同时能够较为真实地模拟实际中参与方数据贡

献的不均衡性。

本次实验首先确定总体的抽样比例，按比例

从大到小进行实验。由于分层抽样是以成员数量

对子联盟进行划分，不同层的子联盟数量分布存

在显著差异。具体而言，由于子联盟数量在不同

规模层次分布不均，中间层（如 3人联盟）数量

最多，边缘层（如 1 人或 5 人联盟）数量最少，

因此，按如下比例分配抽样权重：1人和 5人联

盟各采样10%，2人和4人联盟各采样24%，3人

联盟采样32%。10个参与者情形亦采用同样的分

布策略。该设置一方面保证了对关键子联盟的覆

盖，另一方面保留了原有联盟规模分布，使抽样
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近似计算结果更接近于全量计算的性能表现。

固定基准抽样策略优先覆盖小规模组合，确

保基础信息的完整性，并从大规模组合中随机补

充剩余样本，具体做法：先固定抽取所有 1成员

和 2成员的组合，以捕捉个体与两两协同效应，

再从 3成员及以上的组合中随机选取，直至达到

预设样本量。

与分层抽样策略类似，固定基准抽样策略也

基于总体抽样比例进行控制，但其重点更侧重于

基础子联盟的全面覆盖。相比之下，分层抽样更

注重不同子联盟规模的比例分布，因此两种策略

在设计初衷和应用场景上各具特色。通过实验，

本文可以更全面地评估不同抽样策略对实验结果

和模型性能的影响。

系统抽样通过设定阈值，利用欧几里得距离

判断新增子联盟对分配结果的影响，以决定是否

继续抽样，具体做法：当一组子联盟加入后，计

算其前后分配结果的欧几里得距离，若低于预设

阈值，则认为其影响较小，可跳过该组后续子联

盟的计算。通过阈值设定，系统可精细控制抽样

过程，评估跳过比例对结果的影响，从而优化策

略、提升效率、去除冗余子联盟。由于分配基于

模型识别准确率（范围为[0,1]），新增联盟引入

的影响也不会远超该区间。实验通过在[0,1]中分

段取值，得出在[0,0.1]范围内对子联盟数量控制

效果最为明显。

4.1.4　性能评估标准

比较方法的性能通过以下指标进行评估。

（1）时间：计算总时间来评估每个方法的计

算效率。

（2）均方误差（mean-square error，MSE）的

定义为：

MSE =
∑
i = 0

N ( )Φ*
i -Φi

2

N
（7）

本文通过计算与基线的MSE判断所计算出的

近似值的准确程度，其中，Φ*
i 为基线值，Φi 为

抽样估算值。

4.2　实验结果分析

4.2.1　不同设置对Least core解的影响因素分析

不同模型对分配结果的影响见表 1。由表 1

可知，评估模型的选择对Least core分配结果有

显著影响。线性模型（如Logistic Regression、Lo‐

gistic RegressionCV）在各子联盟下的性能评估值

V(S)更加平稳，所产生的分配方差较低，分配结

构较为平均，体现出良好的公平性，但其最大不

满度 e相对较高（0.244 75），表明在满足所有联

盟稳定性方面仍需要容忍一定不满度。

相比之下，非线性模型（如MLP Classifier和

Random Forest Classifier）对数据特征协同关系的

表达能力更强，Least core能够识别出协同影响力

高的参与者。在相同数据下，其最后训练总体价值

明显高于线性模型。这类模型也显著压缩了最大不

满度（MLP Classifier: 0.052，Random Forest Clas‐

sifier: 0.033），表明其更有可能找到联盟满意度更

高的最优解。然而，较大的分配方差显示分配结果

更易受评估值波动影响，可能在部分联盟中产生偏

差。此外，虽然Logistic Regression运行时间最长

（9 394.51 s），但其在后续关于抽样策略加速效果

的实验中正好可作为对照，凸显优化策略的效益。

不同求解器对于分配结果的影响见表 2。由

表 2可知，3种求解器均给出了近似的最大不满

度，表明问题最优性未受影响，但在参与者收益

分配方面仍存在轻微波动。这种差异主要源自不

表1　不同模型对分配结果的影响

模型类型

Logistic Regression

SGD Classifier

Logistic RegressionCV

MLP Classifier

Random Forest Classifier

分配值范围

0.279～0.568

0.234～0.545

0.283～0.584

0.440～0.813

0.458～0.840

分配

方差

0.014 7

0.018 5

0.014 9

0.030 7

0.032 0

最大

不满度e

0.244 75

0.287 10

0.244 75

0.052 33

0.033 29

运行

时间/s

9 394.51

3 913.31

7 632.96

5 608.28

3 878.71
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同求解器内部数值精度控制、迭代策略及容差设

置。在运行效率上，三者只有略微的差距，Gu‐

robi与Cvxpy两个商业求解器略优于Linprog，求

解器的不同对于最后的运行效率没有太大的影

响。从整体来看，不同求解器在保持全局最优性

前提下，解的具体结构存在微小偏差，但不会影

响Least core的稳定性判定。

为保持实验的一致性与对比可复现性，本文

后续实验（包括与Shapley值的精度对比、3种抽

样策略的效率评估）统一采用Linprog作为Least 

core求解器，其较高的运行时间开销也更能体现

抽样策略在复杂场景下的加速效果，从而为策略

优化带来更明确的实验量化依据。

不同子联盟入场顺序对于分配结果的影响见

表 3。由表 3可知，尽管分配方差基本一致，不

同入场顺序对最大不满度 e仍产生了微小影响。

例如，倒序入场（5,4,3,2,1）方案使最大不满度

降至 0.227 10，表明协同影响强的参与者优先加

入可轻微提升稳定性。该结果提示子联盟构造顺

序在Least core求解中虽非主要因素，但在精细

调优与大规模场景中可作为优化变量之一。

综合3组实验结果，评估模型对Least core分

配结果影响最大：线性模型分配稳定，非线性模

型则更能压缩最大不满度、提升联盟满意度，体

现公平性与稳定性的权衡。求解器类型影响较小，

各主流工具在保持全局最优性的前提下，仅在效

率和分配细节上略有差异，可按资源灵活选择。

子联盟入场顺序虽不显著影响总体稳定性，但在

优化最大不满度方面具有一定潜力。综上，这些

设置不仅影响解的数值特征，也决定求解效率与

可解释性。后续实验将统一采用稳定配置，进一

步探索基于抽样与策略设计的效率提升路径。

4.2.2　Least core 与 Shapley 值分配结果对比与

分析

精准计算的Least core与Shapley值的分配结

果如图3所示。目前，Shapley值作为衡量参与方

边际贡献的经典方法，其分配方案已经被广泛认

可并已被证明其分配的合理性和有效性[5-7]。基

于这一前提，通过图 3所示实验结果可以看出，

在参与方的价值分配上，Shapley值和Least core

对于数据价值高的参与者（参与者2和参与者5）

均给出较高的价值分配权重，这一结果表明，两

种方法在识别和量化关键贡献者方面具有基本一

致性，验证了在联邦学习中运用Least core的分

配机制在评估数据价值上的有效性。

精准计算的Least core与Shapley值的箱线图

如图 4所示。由图 4可知，其分配结果呈现出更

为集中和稳定的特性，波动性明显降低。这说明

Least core在确保各参与方贡献得到合理反映的同

时，更能维护联盟的公平性与长期稳定性，从而

在实际应用中展现出较 Shapley值方法更为突出

表3　不同子联盟入场顺序对于分配结果的影响

联盟按

规模入场

(1,2,3,4,5)

(5,4,3,2,1)

(3,4,2,5,1)

分配值范围

0.279～0.568

0.281～0.581

0.278～0.597

分配方差

0.014 7

0.014 7

0.014 5

最大

不满度e

0.244 75

0.227 10

0.240 10

运行时间/s

9 394.51

9 283.93

9 368.19

表2　不同求解器对于分配结果的影响

求解器类型

Linprog

Gurobi

Cvxpy

分配值范围

0.279～0.568

0.237～0.604

0.241～0.590

分配方差

0.014 7

0.013 7

0.014 2

最大不满度e

0.244 75

0.237 50

0.241 66

运行时间/s

9 394.51

8 943.52

9 036.66

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 )BC1 )BC2 )BC3 )BC4 )BC5 )BC6
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ShapleyD
Least core

图3　精准计算的Least core与Shapley值的分配结果
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的优势。

两种方法的耗时对比见表 4。从表 4可以看

出，在不同用户规模下，Least core方法在计算耗

时方面整体略优于 Shapley值方法。需要指出的

是，虽然两种方法在理论上都具有指数级计算复

杂度：Shapley值需要枚举所有可能的用户排列，

而Least core方法在最坏情况下需要处理指数级

数量的联盟约束，但在实际实现中，Least core方

法可以借助线性规划求解技术及约束生成策略，使

得它在本实验设定下展现出略优的计算表现。 

4.2.3　分层抽样分析

结合分层抽样的实验结果见表 5。从时间上

看，相较于准确计算的Least core算法，分层抽

样算法对于时间的改善十分明显，在 6个用户和

10 个用户的情况下，都表现出了较好的优化效

果。从准确度角度看，即使抽样比例降低至

25%，抽样后估算的Least core结果与准确计算的

结果相比较，误差也仅为 0.557%与 0.076%，这

里的误差是通过比较每个参与者的抽样分配值与

精确分配值的平方差得到的，相对误差越低，说

明抽样近似方法在保证计算效率的同时能够保持

较高的分配精度。在 10 个用户的情况下，其

MSE远低于6个用户的场景。这可能是因为用户

数量越多，数据协同效应越明显，抽样后模型对

总体结果的拟合能力更强。这使得该方法在多用

户联邦学习场景中更具应用优势，如在医疗、金

融等对数据隐私和计算效率有高要求的场景。

4.2.4　固定基准抽样分析

结合固定基准抽样的结果见表 6。与分层抽

样类似，样本数量的减少能够有效降低分配时

间。然而，与分层抽样不同，固定基准抽样更倾

向于确保基础子联盟（单个参与者和两两组合）

被优先选择。这种策略使得固定基准抽样在用户

数量较少的情况下更具优势，这是因为对于小规

模用户场景，两两之间的协同效应是主要特征。

固定基准抽样能够更精确地捕捉这些协同效应，

因而误差要低于分层抽样。在用户数量较多的情

况下，固定基准抽样的误差开始超过分层抽样。

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
ShapleyD Least core

0
D
9
D

图4　精准计算的Least core与Shapley值的箱线图

表4　两种方法的耗时对比

算法

Least core

Shapley值

计算耗时/min

6个用户

156.58

162.21

10个用户

1 679.18

1 858.43

表5　结合分层抽样的实验结果

抽样比例

100%

90%

80%

70%

60%

50%

25%

6个用户

子联盟数量

62

54

49

43

37

31

15

MSE/10-3

*

1.24

2.57

2.79

3.39

4.18

5.57

时间/min

156.58

139.91

132.13

129.64

114.47

99.76

44.81

最大不满度e

0.244 8

0.240 9

0.238 6

0.210 8

0.209 5

0.193 5

0.161 2

10个用户

子联盟数量

1 022

920

818

715

613

511

255

MSE/10-3

*

0.349 9

0.083 5

0.366 5

0.458 8

0.565 2

0.764 3

时间/min

1 679.18

1 434.20

1 203.07

1 186.21

980.97

712.22

421.33

最大不满度e

1.062 4

1.043 8

1.053 8

1.055 6

1.042 5

1.051 5

1.031 0

注：100% 抽样比例对应全量子联盟计算（精确计算），无误差，因此标记为“*”。
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因此，固定基准抽样更适用于用户数量较少且基

础协同效应显著的场景，如小规模的物联网数据

协作或初期的联邦学习部署。

4.2.5　系统抽样分析

结合设定阈值跳过的系统抽样方法的实验结

果见表 7。由表 7可知，引入阈值跳过的改进系

统抽样方法能够显著提升计算效率，并在一定程

度上保持结果的准确性和均衡性。在样本数量和

计算时间方面，随着阈值的增加，计算开销显著

降低。这说明，通过阈值判断跳过冗余子联盟的

特征函数计算，系统抽样能够有效减少不必要的

计算任务，从而大幅优化性能。在MSE方面，随

着阈值的提升，误差略有上升，但总体水平较

低，表明分配结果的准确性受影响较小。

然而，系统抽样的主要缺点在于其对阈值设

置和步长的敏感性。阈值过高和步长设置过大的

不合理可能导致跳过过多子联盟，影响最终分配

的准确性和公平性；阈值过低和步长设置过低则

削弱优化效果。此外，由于系统抽样动态调整样

本数量，其覆盖范围可能不如其他方法均衡。因

此，系统抽样特别适用于计算资源有限或需要实

时处理的场景，如大规模分布式计算和实时数据

处理环境。在这些场景下，通过合理设置阈值和

步长，可以在计算效率与结果精度之间实现平

衡，提供高效且灵活的收益分配解决方案。

4.3　实验总结

上述实验结果表明，Least core方法能够通过

合理分配参与者收益，实现联盟的稳定性和公平

性。在结合优化抽样策略的实验中，分层抽样、

固定基准抽样以及系统抽样方法各展其长，适用

于不同的场景需求。

分层抽样能够全面覆盖不同规模的子联盟，

表7　结合设定阈值跳过的系统抽样方法的实验结果

判定阈值

0

0.01

0.03

0.05

0.07

0.09

0.1

6个用户

子联盟数量

62

44

39

37

31

27

26

MSE/10-3

*

1.13

1.19

1.23

1.30

1.46

1.49

时间/min

156.58

122.07

117.50

103.55

80.17

62.18

60.73

最大不满度e

0.244 8

0.217 1

0.219 2

0.210 4

0.197 8

0.188 7

0.186 6

10个用户

子联盟数量

1 022

738

610

577

496

416

411

MSE/10-3

*

0.229 0

0.166 3

0.109 4

0.300 0

0.342 8

0.575 7

时间/min

1 679.18

1 117.78

983.51

839.37

732.85

569.81

530.50

最大不满度e

1.062 4

1.030 7

1.042 0

1.046 7

1.033 2

1.049 1

1.025 9

表6　结合固定基准抽样的实验结果

抽样比例

100%

90%

80%

70%

60%

50%

25%

6个用户

子联盟数量

62

54

49

43

37

31

*

MSE/10-3

*

1.04

2.31

2.47

3.04

4.16

*

时间/min

156.58

142.23

139.46

121.48

111.11

89.99

*

最大不满度e

0.244 9

0.237 8

0.233 0

0.225 1

0.199 7

0.194 7

*

10个用户

子联盟数量

1 022

920

818

715

613

511

255

MSE/10-3

*

0.730 6

2.153 9

2.898 5

3.167 5

4.367 9

4.890 0

时间/min

1 679.18

1 423.65

1 278.09

1 193.08

1 017.56

678.89

340.03

最大不满度e

1.062 4

1.087 8

1.110 7

1.092 8

1.052 9

1.098 7

1.106 9

注：1.100% 抽样比例对应全量子联盟计算（精确计算），无误差，因此标记为“*”。
      2.在6个用户的场景下，由于25%抽样比例对应的抽样数量小于基准子联盟数量，因此无法进行抽样计算，故标记为“*”。
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特别适用于用户较多的场景，有助于捕捉各层级

的协同效应，兼顾精度与效率，适合如医疗、金

融等对隐私与准确性要求较高的领域。固定基准

抽样重点覆盖基础子联盟（如单个或两两组合），

在用户较少或数据分布均匀的场景中效果更佳，

如物联网小规模协作或在线广告推荐。系统抽样

则通过设定阈值动态优化计算过程，在大规模计

算或实时处理场景下显著提升效率，但对阈值和

步长设置较为敏感。

3种策略在子联盟规模扩展时表现出显著的

复杂度差异。系统抽样在 N 较大时评估跳过率

高，可有效降低计算成本；固定基准适用于稳定

场景但无法规避子联盟遍历瓶颈；分层抽样虽然

能提供更细粒度控制，但在中间层子联盟分布密

集时评估压力较大。

实验结果进一步验证了 3种优化抽样方法在

Least core分配问题中的适用性和优势。这些方法

为复杂联盟收益分配提供了高效、灵活的解决方

案，能够在不同实际应用中发挥重要作用。

5　结束语

本文引入合作博弈中的 Least core方法，为

联邦学习中的收益分配提供了稳定且公平的解决

方案。从理论与实践两个层面验证了其在应对数

据互补性与冲突性方面的有效性，并提出分层抽

样、固定基准抽样与系统抽样优化策略，以应对

大规模场景下的计算复杂性。

实验结果表明，Least core能有效最小化联盟

不满值，提升分配公平性与系统稳定性，优化策

略也显著改善了计算效率，增强了其在复杂场景

中的适用性。相关研究不仅拓展了Least core的

理论应用，也为多方合作中的利益平衡提供了新

思路。

尽管本文提出的Least core近似求解方法结合

多种抽样策略，在提升分配效率、兼顾公平性方

面展现出良好效果，但仍存在以下待改进之处。

（1）本文聚焦于 Least core 在静态收益分配

中的应用，其评估结构与 Shapley值相似，均可

为系统提供量化的参与者价值度量。已有研究表

明，Shapley值已用于动态调整训练频次、上传

时机与资源分配，以优化联邦系统效率。受此启

发，Least core亦具备拓展为系统激励与调控模块

的潜力，有望支持更精细的参与者管理与通信

优化。

（2）虽然抽样策略具备一定灵活性，但对抽

样中的参数设置（如比例、阈值）较为敏感，尚

未建立统一的自适应调控机制。

我们将以此作为后续研究重点，进一步提升

模型的可扩展性、稳定性与系统集成能力。
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